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THEORIE

LA SPECULATION,

Par M. L. BACHELIER.

INTRODUCTION.

Les influences qui déterminent les mouvements de la Bourse sont
innombrables, des événements passés, actuels ou méme escomptables,
ne présentant souvent aucun rapport apparent avec ses variations, se
répercutent sur son cours. ,

A coté des causes en quelque sorte naturelles des variations, inter-
viennent aussi des causes factices : 1a Bourse agit sur elle-méme et le
mouvement actuel est fonction, non seulement des mouvements anté-
ricurs, mais aussi de la position de place.

La détermination de ces mouvements se subordonne 4 un nombre
infini de facteurs : il est dés lors impossible d’en espérer la prévi-
sion mathématique. Les opinions contradictoires relatives & ces varia-
tions se partagent si bien qu’'au méme instant les acheteurs croient &
Jahausse et les vendeurs & la baisse.

Le Calcul des probabilités ne pourra sans doute jamais s’appliquer
aux mouvements de la cote et la dynamique de la Bourse ne sera
jamais une science exacte.

Mais il est possible d’étudier mathématiquement I'état statique du
marché & un instant donné, ¢’est-i-dire d’établir la loi de probabilité
des variations de cours qu’admet 4 cet instant le marché. Si le marché,
en effet, ne prévoit pas les mouvements, il les considere comme étant
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plus ou moins probables, et cette probabilité peut s’ évaluer mathé-
matiquement. .

La recherche d’une formule qui Vexprime ne parait pas jusquia ce
jour avoir été publiée; elle sera 'objet de ce travail.

P’ai eru nécessaire de rappeler d’abord quelques notions théorigues
relatives aux opérations de bourse en y joignant certains apercus nou-
veaux indispensables & nos recherches ultérieures.

LES OPERATIONS DE BOURSE.

Opérations de bourse. — Il y a deux sortes d'opérations a terme :

Les opérations fermes ;

Les opérations a prime.

Ces opérations peuvent se combiner i 'infini, d’autantque Pon traite
souvent plusieurs sortes de primes.

’

Opérations fermes. — Les opérations i terme fermes sont absolument
analogues a celles du comptant, mais on regle sealement des diffi-
rences & une époque fixée d'avance et appelée lguidation. Elle a licn
le dernier jour de chaque mois.

Le cours établi le jour de la liquidation etauquel on rapporte toutes
les opérations du mois est le cours de compensation.

L’acheteur ferme ne limite ni son gain ni sa perte, il gagne la diffe-
rence entre le prix d’achat et Ie prix de vente, si la vente est faite au-
dessus du prix d’achat, il perd la différence si la vente est faite au-
dessous.

Ly a perte pour le vendeur ferme qui rachite plus haut qu'il 0’
primitivement vendu, il y a gain dans le cas contraire.

b
Reports. — L’acheteur au comptant touche ses coupons el peut con-
. sy . , . . .
server indéfiniment ses titres. Une opération 4 terme expirant a la

liquidation, I'acheteur & terme doit, pour conserver sa position jus-
qua la liquidation suivante, payer au vendeur une indemnite dite
report (*).

A, LI . ) . .
(1) Pour la définition compldte des reporls, jo renvoie aux Ouvrages spéeiaus,
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Le report varie & chaque liquidation; sur la rente il est en moyenne
de o™, 18 par 3™, mais il peut étre plus élevé ou nul; il peat méme
étre négatif, on Pappelle alors déport; dans ce cas, le vendeur indem-
nise 'acheteur.

Le jour du détachement du coupon, Pacheteur i terme recoit du
vendeur le montant de ce coupon. En méme temps, le cours baisse
d’une somme ¢gale; acheteur et vendeur se trouvent donc immédiate-
ment apres le détachement du coupon dans la méme position relative
qu’avant cette opération.

On voit que si acheteur a 'avantage de toucher les coupons, par
contre, il doit en général payer des reports. Le vendeur, au contraire,
touche les reports, mais il paye les coupons.

Rentes reportables. — Sur la rente, le coupon de o, 75 par (rimestre
représente o', 25 par mois, alors que le report est presque toujours
inféricura o', 20. La différence est done i avantage de Vacheteur; de
la est venue I'idée d’acheter des rentes pour les faire reporter indéfi-
niment.

Cette opération est dite de la rente reportable; nous étudicrons plus
loin ses probabilités de réussite.

Cours équivalents. — Pour bien nous rendre compte du mécanisme
des coupons et des reports, faisons abstraction de toutes les autres
causes de variation des cours.

Puisque (ous les trois mois sur la rente au comptant est détaché
un coupon de o', 75 représentant 'intérét de 'argent de 'acheteur,
la rente au comptant doit logiquement monter chaque mois de o, 25.
Au cours actuellement coté correspond un cours qui, dans trente
jours, serait plus élevé de o™, 25, dans quinze jours de o, 125, etc.

Tous ces cours peuvent étre considérés comme équivalents.

La considération des cours équivalents est beaucoup plus compli-
quée lorsqu’il s’agit d’opérations a terme. Il est d’abord évident que
si le report est nul, le terme doit se comporter comme le comptant et
que le cours doit logiquement monter de o, 25 par mois.

Considérons maintenant le cas ol le report serait de o', 25. Prenons
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I'axe des 2 pour représenter les temps (fig. 1), la longueur OA repre-
sente un mois compris entre deux liquidations dont 'une correspond
au point O et I'autre au point A.

L. BACHELIER.

Fig. 1.
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Les ordonnées représentent les cours.

Si AB équivaut d o', 25, la marche logique de la rente au comptant
sera représentée par la ligne droite OBE (").

Considérons maintenant le cas ot le report serait de o', 5. Un peu
avant la liquidation, le comptant ¢t le terme seront au méme cours O3
puis, P'acheteur & terme devant payer o, 2% de report, le cours dn
terme sautera brusquement de O en G et suivea pendant tout le mois
Ja ligne horizontale CB. En B, il se confondra de nouveau avee le cours
du comptant pour augmenter tout i coup de o, 25 en D, ete.

Dans le cas ol le report est une quantité donnée correspondant i la
longueur OF, le cours devrait suivree la ligne FB, puis GE, et ainsi de
suite. La rente & terme doit done logiquement dans ce cas, d'une
liquidation & l'autre, monter d’une quantité représentée par FC qu'on
pourrait appeler le complément du report.

Tous les cours de I & B de la ligne FB sont équivalents pour les diffe-
rentes époques auxquelles ils correspondent.

En réalité, 'écart entre le terme et le comptant ne se détend pas
d’une fagon absolument réguliere et FB n’est pas une droite, mais la
construction qui vient d’étre faite au début du mois peut se répéter i
une époque quelconque représentée par le point N.

(1) On suppose qu’il n'y a pas de détachement de ecoupon dans Iintervalle considér
o qui d’ailleurs ne changerait rien 4 la démonstration.
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Soit NA le temps qui s’écoulera entre I'époque N considérée et la
liquidation représentée par le point A.

Iig. 2.
Y '
B/
S
o
N A ¢

Pendant le temps NA, la rente au comptant doit logiquement mon-
ter de AB, proportionnel 2 NA. Soit NF I’écart entre le comptant et le
terme, tous les cours correspondant i la ligne FB sont équivalents.

Cours vrais. — Nous appellerons cours wvrac correspondant a une
époque le cours équivalent correspondant a cette époque.

La connaissance du cours vrai a une trés grande importance, je
vais étudier comment on le détermine.

Désignons par b la quantité dont doit logiquement monter la rente
dans I'intervalle d’une journée. Le coefficient & varie géncralement
peu, sa valeur chaque jour peut étre exactement déterminée.

Supposons que n jours nous scéparent de la liquidation, et soit C
Pécart du terme au comptant.

En n jours, le comptant doit monter de 2’—,'3—011 centimes, le terme
étant plus élevé de la quantité C ne doit monter pendant ces n jours

.ooabn « - . .
que de la quantité =~ — C, c’est-a~dire pendant un jour de

1 (9bn A 1
— = = O )= (B —60).
n < 30 ) ()IL(),L 6G)
On a done
1
b f)n(5n 60C)
La moyenne des cing dernieres années donne

b == 0°,264.
Ann. de £’ Eeo Normale. 3¢ Serie. Tome XVIL — JANVIER 1900, 4
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Le cours vrai correspondant d m jours sera égal au cours colé
actuellement, augmenté de la quantité mb.

Représentation géométrique des opérations fermes. - - Une opération
peut se représenter géométriquement d'une fagon tris simple, Taxe
des @ représentant les diflérents cours el 'axe des y les bénélices cor-
respondants. ’

Je suppose que jaie fait un achat ferme au cours ru{.n'(ssmxt.u par O,
que je prends pour origine. Au cours x == OA, Popération donne pour

Fig. 3.

B
i
A

bénéfice a; ¢t comme, Pordonnée correspondante doit étre égale an
bénéfice, AB = OA; I"achat ferme est done représenté par la ligne OB
inclinée & 45° sur la ligne des cours.

Une vente ferme se représenterait d'une facon inverse.

Primes. — Dans 'achat ou la vente ferme, acheteurs et vendeurs
s’exposent & une perte théoriquement illimitée. Dans le marvehé i
prime, Iacheteur paye le titre plus cher que dans le cas du marche
ferme, mais sa perte en baisse est limitée d’avance & une certaine
somme qui est le montant de la prime.

Le vendeur de prime a Pavantage de vendre plus cher, mais il ne
peut avoir pour hénéfice que le montant de la prime.

On fait aussi des primes a la baisse qui limitent Ia perte du ven-
deur; dans ce cas, opération se fait i un cours inférienr i celui du
ferme.

On ne traite ces primes i la baisse que dans la spécalation sur les
marchandises; dans la spéculation sur les valeurs, on obtient une
prime & la baisse en vendant ferme et e¢n achetant simultanément &
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prime. Pour fixer les idées, je ne m’occuperai que des primes i la
hausse.

Supposons, par exemple, que le 3 °/, cote 104 au début du mois;
si nous en achetons 3000 ferme, nous nous exposons i une perte gui
peut devenir considérable s’il se produit une forte baisse.

Pour éviter ce risque, nous pouvons acheter une prime dont 50° (*)
en payant, non plus ro4™, mais 104™,15, par exemple; notre cours
d’achat est plus ¢levé, il est vrai, mais notre perte reste limitée quelle
que soit la baisse & 5o° par 3™, c’est-a-dire a Soo™.

L’opération est la méme que si nous avions acheté du ferme
a 104,15, ce ferme ne pouvant baisser de plus de 50°, c’est-a-dire
descendre au-dessous de 103™,65.

Le cours de 103,065, dans le cas actuel, est le pied de la prime.

On voit que Ie cours du pied de la prime est égal au cours auquel
elle est négociée, diminué du montant de la prime.

Réponse des primes. — La veille de la liquidation, ¢’est-a-dire ’avant-
dernier jour du mois, a lieu la réponse des primes. Reprenons I’exemple
précédent et supposons qu’a cet instant de la réponse le cours de la
rente soit inféricur i ro03%,65, nous abandonnerons notre prime, qui
sera le bénéfice de notre vendeur.

Si, an contraire, le cours de la réponse est supérieur i 103f, 65,
notre opération sera transformée en opération ferme; on dit dans ce
cas que la prime est lepce.

En résumé, une prime est levée ou abandonnée suivant que le cours
de la réponse est inféricur ou supérieur au pied de la prime.

On voit que les opérations & prime ne courent pas jusqu’a la liqui-
dation; si la prime est levée i la réponse, elle devient du ferme et se
liquide le lendemain.

Dans tout ce qui suivra, nous supposerons que le cours de compen-
sation se confond avec le cours de la réponse des primes; cette hypo-
these est justifiable, car rien n’empéche de liquider ses opérations i
la réponse des primes.

(1) On dit une prime dont pour une prime de ot U'on emploie Ja notalion 104,15/50
pour désigner une opéralion faite au cours de r04™,15 dont 50°.
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Ecart des primes. — L’écart entre le cours du ferme et celut dune
prime dépend d’'un g and nombre de facteurs et varie sans cesse.

Au méme instant, 'éeart est ’autant plus grand que la prime est
plus faible; par exemple, la prime dont 50¢ est évidemment meilleur
marché que la prime dont 25¢.

L’écart d'une prime décroit plus ou moins régulicrement depuis le
commencement du mois jusqu’a la veille de la réponse, moment on cet
écart devient tres faible.

Mais, suivant les circonstances, il peut se détendre tris irréguliore-
ment et se trouver plus grand quelques jours avant la réponse qu’au

commencement du mois.

Primes pour fin prochain. — On traite des primes non seulement
pour fin courant, mais aussi pour fin prochain. L’écart de celles-ci est
nécessairement plus grand que celui des primes fin courant, mais il
est plus faible qu’on ne le croirait en faisant la diflérence entre le
cours de la prime et celui du fermes il faut en effet déduire de cet
tcart apparent 'importance du report fin conrant.

Par exemple, Pécart moyen de L prime /2570 45 jours de Ta réponse
esl en moyenne de 72" mais, comme le report moyen est de 197
’écart n’est en réalité que de 55¢.

Le détachement d’un coupon fait baisser le cours de la prime d'une
valeur égale & 'importance du coupon. Si, par exemple, jachite, le
2 septembre, une prime /25¢ 4 104", 50 fin courant, le cours de ma
prime sera devenu ro3",~5 le 16 septembre apres le détachement du
coupon.

Le cours du pied de la prime sera 103", 5o.

Primes pour le lendemain. — On traite, surtout en coulisse, des
primes dont 5¢ et quelquefois dont 10 pour le lendemain.
La réponse pour ces petites primes a lieu tous les jours i 2h,

Les primes en général. — Dans un marché i prime pour une échéance
donnée, il y a deux facteurs i considérer : Fimportance de la prime et
son écart du ferme.
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I est bien évident que plus une prime ecst forte, plus son écart est
petit.

Pour simplifier la négociation des primes, on les a ramenées a trois
types en faisant sur 'importance de la prime et sur son écart les trois
hypotheses les plus simples :

1° L’importance de la prime est constante et son écart est variable;
c’est cette sorte de prime qui se négocie sur les valeurs; par exemple,
sur le 3 °/, on traite des primes /50¢, /25¢ et [10°.

2° L’écart de la prime est constant et son importance est variable;
¢’est ce qui a lieu pour les primes & la baisse sur les valeurs (¢’est-
a-dire la vente ferme contre achat & prime).

30 L’écart de la prime est variable ainsi que son importance, mais
ces deux quantités sont toujours ¢gales. Cest ainsi que I'on traite les
primes sur les marchandises. Il est évident qu’en employant ce dernier
systeme on ne peut traiter & un moment donné qu’une seule prime
pour la méme échéance.

Remarque sur les primes. — Nous examinerons quelle est la loi qui
régit les écarts des primes; cependant nous pouvons, dés maintenant,
faire une remarque assez curicuse :

Une prime doit étre d’autant plus forte que son écart est plus faible.
Ce fait évident ne suffit pas pour montrer que 'usage des primes soit
rationnel.

Jai en effet reconnu, il y a plusieurs années, qu’il était possible en
I"admettant d’imaginer des opérations ou I'un des contractants gagne-
rait & tous les cours.

Sans reproduire les calculs, élémentaires mais assez pénibles, je me
contente de présenter un exemple.

L’opération suivante :

Achat d’une unité 1t
Vente de quatre unités [50°,
Achat de trois unités  /25¢,

donnerait un bénéfice i tous les cours pourvu que 'écart du /25 au /5o
soit au plus le tiers de Uécart du /50¢ au [1™.
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Nous verrons que des écarts semblables ne se rencontrent jamais
dans la pratique.

Représentation géométrique des opérations a prime. Proposons-
nous de représenter géométriquement un achat & primes.

Prenons, par exemple, pour origine le cours du ferme au moment
olt la prime dont A a 6té traitée; soit B, le cours relatif de cette prime
ou son écart.

Au-dessus du pied de la prime, ¢’est-h=dire an cours (B, = /) repre-
senté par le point A, Popération est assimilable & une opération ferme
{raitée au cours E,; elle est done représentée par la ligne CBF. Au-
dessous du cours B, — %, la perte est constante et, par suite, Fopéra-
tion est représentée par la ligne brisée DCF.

Fig. 4.
P
1///
0 o S
7 ’ 5] x
() &

La vente & prime se représenterait d’une fagon inverse.

Ecarts vrais. — Jusqu'a présent nous n’avons parlé que des éearts
cotés, les seuls dont on s’occupe ordinairement; ce ne sont cependant
pas eux qui s’introduiront dans notre théorie, mais bien les dearts
vrais, ¢’est-a-dire les écarts entre les cours des primes et les cours
vrais correspondant & la réponse des primes. Le cours dont il s'agit
étant supérieur au cours coté (i moins que le report soit supéricur
a 25¢, ce qui est rare), il en résulte que écart vrai d'une prime est
inférieur & son écart coté.

L’écart vrai d’une prime traitée n jours avant la réponse sera égal i
son écart diminué de la quantité 2.

L’écart vrai d’'une prime pour fin prochain sera égal i son éeart coté
diminué de la quantité [ 25 + (n — 30)b]. |
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Options. — On traite sur certains marchés des opérations en quelque
sorte intermédiaires entre les opérations fermes et les opérations a
prime, ce sont les options.

Supposons que 30™ soient le cours d’'une marchandise. Au lieu d’a-
cheter une unité au cours de 3o™ pour une échéance donnée, nous
pouvons acheter une option du double pour la méme ¢chéance & 32,
par exemple. Il faut entendre par la que pour toute différence au-des-
sous du cours de 32, nous ne perdons que sur une unité, alors que
pour toute différence au-dessus, nous gagnons sur deux unités.

Nous aurions pu acheter une option dua triple & 33", par exemple,
¢’est-a-dire que, pour toute différence au-dessous du cours de 337
nous perdons sur une unité, alors que pour toute différence au-dessus
de ce cours nous gagnons sur trois unités. On peut imaginer des op-
tions d’un ordre multiple, la représentation géométrique de ces opé-
rations ne présente aucune difficulté.

On traite aussi des options & la baisse, nécessairement au méme
écart que les options & la hausse du méme ordre de multiplicité.

LES PROBABILITES DANS LES OPERATIONS
DE BOURSE.

Probabilités dans les opérations de bourse. — On peut considérer
deux sortes de probabilités :

12 La probabilité que Pon pourrait appeler mathématique, ¢ est
celle que Uon peut déterminer @ priori; celle que Uon étudie dans les
jeux de hasard.

2° La probabilit¢ dépendant de faits & venir et, par conséquent,
impossible & prévoir d’une fagon mathématique.

(est cette derniere probabilité que cherche a prévoir le spécula-
teur, il analyse les raisons qui peuvent influer sur la hausse ou sur la
baisse et sur 'amplitude des mouvements. Ses inductions sont abso-
lument personnelles, puisque sa contre-partie a nécessairement ’opi-
nion inverse.

Il semble que le marché, ¢’est-a-dire 'ensemble des spéculateurs,
ne doit croire ¢ un instant donné ni i la hausse, ni a la baisse,
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puisque, pour chaque cours coté, il y a autant dacheteurs que de
vendeurs.

En réalité, le marché croit i la hausse provenant de la différence
entre les coupons et les reports; les vendeurs font un léger sacrifice
qu’ils considerent comme compensé.

On peut ne pas tenir compte de cette différence, i la condition de
considérer les cours vrais correspondant i la liquidation, mais les
opérations se réglant sur les cours cotés, le vendeur paye la
différence.

Par la considération des cours vrais on peut dire :

Le marché ne croit, a un instant donne, ni a la hausse, ni @ la baisse
du cours vrai.

Mais, si le marché ne croit ni & la hausse, ni & la baisse du cours
yrai, il peut supposcr plus ou moins probables des mouvements d'une
certaine amplitude.

La détermination de la loi de probabilite qu’admet le marché i un
instant donné sera 'objet de cette ¢tude.

L'espérance mathématique. — On appelle espdrance mathematique
d’un bénéfice éventuel le produit de ce hénéfice par la probabilité
correspondante.

UVespérance mathématique totale d'un joueur sera la somme des pro-
duits des bénéfices éventuels par les probabilités correspondantes.

Il est évident qu'un joueur ne sera ni avantagé, ni lésé si son espé-
rance mathématique totale est nulle.

On dit alors que le jeu est cquitable.

On sait que les jeux de courses et tous ceux qui sont pratiqués dans
les maisons de jeu me sont pas équitables : la maison de jen ou le
donneur s'il s’agit de paris aux courses, jouent avec une espérance po-

sitive, et les pontes avec une espérance négative.

Dans ces sortes de jeux les pontes n’ont pas le choix entre 'opéra-
tion qu’ils font et sa contre-partie; comme il n’en est pas de méme &
la Bourse, il peut sembler curicux que ces jeux ne soient pas équi-
tables, le vendeur acceptant « prior un désavantage si les reports sont
inférieurs aux coupons.
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L’existence d’une seconde sorte de probabilités explique ce fait qui
peut sembler paradoxal.

L'avantage mathématique. — L’espérance mathématique nous in-
dique si un jeu est avantageux ou non : clle nous apprend de plus ce
que le jeu doit logiquement faire gagner ou faire perdre; mais clle ne
donne pas un coefficient représentant, en quelque sorte, la valear
intrinseque du jeu.

Ceci va nous amener A introduire une nouvelle notion : celle de
’avantage mathématique.

Nous appellerons avantage mathématique d’un joucur le rapport de
son espérance positive 4 la somme arithmétique de ses espérances po-
sitive et négative.

L’avantage mathématique varie comme la probabilité de zéro i un, il
est égal & § quand le jeu est équitable.

Principe de l'espérance mathématique. — On peut assimiler I'ache-
teur au comptant & un joueur; en effet, si le titre peut monter apris
I'achat, la baisse est également possible. Les causes de cette hausse
ou de cette baisse rentrent dans la seconde catégorie de probabilités.

D’apres la premitre le titre (*) doit monter d’une valeur égale i
Iimportance de ses coupons; il en résulte qu’au point de vue de cette
premicre classe de probabilités :

[espérance mathématique de Pacheteur au comptant est positive.

Il est évident qu’il en sera de méme de Pespérance mathémalique
de Tacheteur & terme si le report est nul, car son opération sera
assimilable a celle de 'acheteur au comptant.

Si le report sur la rente était de 25¢, Pacheteur ne serait pas plus
avantagé que le vendeur.

On peut done dire :

Les espérances mathématiques de Iacheteur et du vendeur sont
nulles quand le report est de 25¢.

Quand le report est inféricur a 25¢, ce qui est Je cas ordinaire :

(1) Je considére le cas le plus simple d’un titre & revenu fixe, sinon 'augmentation dua
revenu serait une probabilité de la seconde classe.

Ann. de UEe. Normale. 3° Sévie, Tome XVIL. -= JAnvien 1goo. 5
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L'espérance mathématique de Pacheteur est positive, celle du
vendeur est négative.

Il faut toujours remarquer qu’il sagit uniquement de Ta premicre
sorte de probabilités.

D’aprés ce qui a 66 vu précédemment, on peat toujours considérer
le report comme étant de 25¢ & la condition de vemplacer Te cours
coté par le cours vrai correspondant i la liquidation: si done, on con-
sidere ces cours vrais on peut dire que :

Les espérances mathématiques de acheteur el da vendeur sont
nulles.

Au point de vue des reports on peut considérer fa réponse des
primes comme se confondant avee la liquidation; done :

Les espérances mathématiques de acheteur et du vendeur de
primes sont nulles.

En résumé, la considération des cours vrais permet d'¢noncer ce
principe fondamental :

L'espérance mathématique du spéculatenr est nulle.

Il faut bien se rendre compte de la géndéralite de ce prineipe @ il
signifie que le marché, i un instant donné, considire comme ayant une
espérance nulle non seulement les opérations traitables actuellement,
mais encore celles qui seraient basées sur un mouvement ultéricur des
cours.

Par exemple, jachete de la rente avee Uintention de la revendre
lorsqu’elle aura monté de 50¢, Pespérance de cette opération com-
plexe est nulle absolument comme si javais U'intention de revendre
ma rente en liquidation ou & un moment quelconque.

I’espérance d'une opération ne peut étre positive ou négative que
§’il se produit un mouvement des cours, @ priori elle est nulle.

Forme générale de la courbe de probabilité. — La probabilité pour
que le cours y soit colé & une époque donnée est une fonction de y,

On pourra représenter cette probabilité par 'ordonnée d’une courbe
dont les abscisses correspondront aux différents cours.

Il est évident que le cours considéré par le marché comme le plus
probable est le cours vrai actuel : si le marché en jugeait autrement,
il coterait non pas ce cours, mais un autre plus ou moins élevé.
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Dans la suite de cette étude, nous prendrons pour origine des coor-
données le cours vrai correspondant a I'époque donnée. Le cours
pourra varier entre — @, et + =0; x, étant le cours absolu actuel.

Nous supposcrons qu’il puisse varier entre — o et + oo; la probabi-
lité d’un écart plus grand que x, étant considérée a priort comme tout
a fait négligeable.

Dans ces conditions, on peut admettre que la probabilité d’un écart
a partir du cours vrai est indépendante de la valeur absolue de ce
cours, et que la courbe des probabilités est symétrique par rapport au
cours vrai.

Dans ce qui suivra, il ne sera question que du cours relatif, origine
des coordonnées correspondra toujours au cours vrai actuel.

La loi de probabilité. — La loi de probabilité peut se déterminer par
le principe de la probabilité composée.

Désignons par p, . dz, la probabilité pour que, & I'époque ¢, le cours
se trouve compris dans intervalle élémentaire x, x -+ dx.

Cherchons la probabilité pour que le cours = soit coté a I'époque
L, ty, le cours z ayant été coté & I'époque ¢,.

En vertu du principe de la probabilité composée, la probabilité
cherchée sera égale au produit de la probabilité pour que le cours x
soit coté a I'époque ¢,, c’est-a-dire p, , dz, multipliée par la probabi-
lité pour que, le cours x étant coté i I'époque ¢,, le cours z soit coté
a I'époque ¢, -+ ¢,, ¢’est-a-dire, multiplice par p,_,., dz.

La probabilité cherchée est donc

P, ty P, 1, €l 5.

Le cours pouvant se trouver 2 I'époque ¢, dans tous les inter-
valles da compris entre — o et + s, la probabilité pour que le
cours s soit coté a I'époque ¢, + t, sera

ko
f Pty Po—iyts G ds.
Vi

La probabilité de ce cours z, & U'époque ¢, + ¢,, a aussi pour ex-
pression p, .3 on a done

e akd
Pz, ity ds :j Pu,t, Pty dz dz
— .
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ou

e s

» ot
,):‘vll 4":5 :/ /)-"v’l /)1""""- 1y (/"1'.’

-

telle est équation de condition a laquelle doit satisfaire Ia fonction p.
Cette équation estvérifiée, comme nous allons le voir, par la fonetion
p = A,
Remarquons dés maintenant que on doit avoir

Ve .
/ pda=A / Wl oy,
) .

—
L'intégrale classique qui figure dans le premier terme a pour valeur
s = .
\—%; on a donc B = Ay et, par suite
p oo A A
En posant 2 == o, on obtient A = p,, ¢’est-a-dire : A égale la proba-
Lo A
bilité¢ du cours coté actuellement.
Il faut done ¢tablir que la fonction
P Pat B,
ou p, dépend du temps, satisfait bien & 'équation de condition ci-
dessus.
Soient p, et p, les quantités correspondant i p, et relatives aux
temps ¢, el ¢,, il faut prouver que expression

g
Y YR O
,/ pe T s pe T “ele
iy

peut se mettre sous la forme Ae ™5 A et B ne dépendant que du
temps.
Cette intégrale devient, en remarquant que z est une constante,

Sl
-~ TC 3 5t (S e 3y B gy T e
Y2V 22X Fa f PSR IE BPIEE
-

ou

g Tephs® al-o . P
T e ~n(oypiepg o 0 1)
v nets
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posons
2~
z\pi+ps — =25 —u;
Vpi =+ pi
nous aurons alors
—rpy s EPEE
oo S
Pipa€ Pites U
v S

L’intégrale ayant pour valeur 1, nous obtenons finalement

riri

—TT .
PiPr Ui
Vpi-+pi

52
5

Cette expression ayant la forme désirée, on doit en conclure que la
probabilité s’exprime bien par la formule

e = Tl at
p==pye” TP,

dans laquelle p, dépend du temps.
On voit que la probabilité est régie par la loi de Gauss déja célebre
dans le Calcul des probabilités.

Probabilité en fonction du temps. — La formule antéprécédente nous
montre que les parametres p, == f(¢) satisfont & la relation fonction-
nelle

. *(4) J* ()
SHU b)) = ]j P [nz AL
SE() + 3 (L)
différentions par rapport & ¢,, puis par rapport & ¢,. Le premier membre
ayant la méme forme dans les deux cas, nous obtenons

S ) S ()

S T S ()

Cette relation ayant lieu, quels que soient ¢, et ¢,, la valeur com-
mune des deux rapports est constante, et I'on a

S0 =Cf (),

d’oli

1 désignant une constante.
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Nous avons done pour expression de la probabilité
TR
B2

i
[}A\/Z.

Espérance mathématique. — L’espérance correspondant an cours
a pour valeur

e
ﬂ; S I'.
Vit
L’espérance positive totale est donc
* Ha ,-’{U’:.:!;’. . \/t .
—C AL o e
o ‘/t am H

Nous prendrons pour constante, dans notre étude, espérance ma-
thématique £ correspondant & ¢ = 1; nous aurons done

1

ou I Py o

L’expresswon définuive de la probabilité est done:

a®
l ——

p = ¢ WA

Tamhky/g

L’espérance mathématique

/. pade=Fk\/i

¥

est proportionnelle a la racine carrée du temps.

Nouvelle détermination de la loi de probabilité. — L’expression de la
fonction p peut s’obtenir en suivant une voie différente de celle que
nous avons employée.

Je suppose que deux événements contraires A et B aient pour pro-
babilités respectives p ct g =1 p. La probabilité pour que, sar
mévénements, il s’en produise « égaux i A ¢t m -- o égaux d B a pour
expression

ml

e ) g M=
u!(m~~o¢)11 /
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C’est un des termes du développement de (p + ¢)™.
La plus grande de ces probabilités a lieu pour

a=mp et (m —a) =mg.

Considéronsle terme dont I'exposant de p est mp + %, 1a probabilité

correspondante est
m!

R § . e pmph gmg—=n
(mp +/1)1(mf/—/z)!p U '

La quantité A est appelée I'écars.

Cherchons quelle serait 'espérance mathématique d’un joueur qui
toucherait une somme égale & I'¢cart quand cet écart serait positif.

Nous venons de voir que la probabilité d’un écart A estle terme du
développement de (p + ¢)™ dans lequel U'exposant de p est mp + /4 et
celui de ¢, mg — k. Pour obtenir I'espérance mathématique corres-

pondant & ce terme, il faudra wultiplier cette probabilité par 4 ; or
h=q(mp +h) —p(mg—"),

mp + h et mg — k sont les exposants de p et de ¢ dans le terme de
(p -+ ¢)™. Multiplier un terme
qvpY

(Y -
Vg — pp = pg ;_—) — (/ )

par

c¢’est prendre lIa dérivée par rapport & p, en retrancher la dérivée par
rapport & ¢, et multiplier la différence par pq.

Pour obtenir espérance mathématique totale, nous devons done
prendre les termes du développement de (p + ¢)™ pour lesquels % est
positif, ¢’est-a-dire

mne -1 o m!
( ) I)m—-.'. ,/14,, .. e [)mp(/mq’

g 1L ) )/11—4 W [ .
Py 7+ 1.0 + mpltmeg |

et retrancher la dérivée par rapport a ¢ de la dérivée par rapport a p,
pour multiplier ensuite le résultat par pg.

La dérivée du second terme par vapport & ¢ est égale & la dérivée du
premier par rapport & p, la dérivée du troisieme par rapport i ¢ est Ia
dérivée du second par rapport & p, et ainsi de suite. Les termes se dé-
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truisent done deux & deux et il ne reste que la dérivée du dernier par
rapport a p

— m.rl - P g™y .
mp ! mq!

La valeur moyenne de I'éeart A serait égale au double de cette
quantité.

Lorsque le nombre m est suffisamment grand, on peut simplifier les
expressions précédentes en faisant usage de la formule asymptotique
de Stirling

nl=e-nnn\Jomn.
On obtient ainsi pour I"espérance mathématique la valeur

\/m./'}//~
Von
La probabilité pour que I'écart £ soit compris entre A ¢t /o - dhanra
pour expression
VAl
f”l oy
\/A T

Nous pouvons appliquer la théorie qui précede i notre étude, On
peut supposer le temps divisé en intervalles tres petits Azs de sorte que
¢t = mA¢; pendant le temps Az e cours variera probablement tris peu.

Formons la somme des produits des écarts qui peuvent exister a
I'époque Az par les probabilités correspondantes; ¢’ est-a-dire / pidr,
p étant la probabilité de 'écart 2. '

Cette intégrale doit étre finie, car, par suite de la petitesse supposdée
deAt, les écarts considérables ont une probabilité évanouissante. Cette
intégrale exprime du reste une espérance mathématique, qui ne peut
étre finie si elle correspond & un intervalle de temps triss petit.

Désignons par Az le double de la valeur de Pintégrale ci-dessus;
Az sera la moyenne des écarts ou I'écart moyen pendant le temps Az,

Sile nombre m des épreuves est trés grand et si la probabilité reste
la méme 4 chaque épreuve, nous pourrons supposer que le cours varie
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pendant chacune des épreuves Az de I’écart moyen Az; la hausse Ax
eye, » I . .
aura pour probabilité -, comme aussi la baisse — Az

. P . I
La formule qui précede donnera donc, en y faisant p =g = - la

probabilité pour que, a I'époque ¢, le cours soit compris entre x et
x -+ dx, ce sera

‘)a’x\/ﬁ—tc—“—iA—[

Varye ’
0 —
ou, en posant H = ——= /A,
Vam
Telis v2
H a_l-.z; P
Ve
L’espérance mathématique aura pour expression
Ve o\t

2/am \/A7 “anH’

Sinous prenons pour constante 'espérance mathématique £ corres-
pondant & £=1, nous trouvons, comme précédemment,

a2

p = TrmAT

——
amhk et

‘o I - -
Les formules précédentes donnent Az = et la variation moyenne
[34Y
pendant cet intervalle de temps est

Va

Ax == ~+—.

2\/m

Si nous posons « = n Az, la probabilité aura pour expression

\/'—)‘ n?
S S e TM

Vaym

Courbe des probabilités. — La fonction

[):

P = poeT

peut se représenter par une courbe dont ordonnée est maxima i

Ann. de L' Ee. Normale. 3 Série. Tome X VI, — JANVIER 1900, 6
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Porigine et qui présente deux points d'inflexion pour

1

2L w o kL.

poVen
Ces mémes valeurs de 2 sonl aussi les abscisses des maxima ef
minima des courbes d’espérance mathématique, dont I'équation est

y ook pare.

La probabilité du cours @ est une fonction de £; elle eroit jusqu’a

M ’ ’ 4 - ;o dp s
une certaine époque et décroit ensuite. La dérivée ;[/[ — o lorsque
xr2 ) e, .
t = ;- La probabilité du cours  est donc maxima quand ce cours
S

correspond au point d’inflexion de la courbe des probabilités.

Probabilité dans un intervalle donng, — L’intég ale

at I

b .
. - :
e ¢ Ay / e e
ankyt ), V.

0

n’est pas exprimable en termes finis, mais on peut donner son déve-
loppement en série
- I , I 1
. 3 (cx)? 7 (ca)s ;((::1:)7

=1 cx — 4 —_—
\/T[ 1 1.9 1.2.3

Cette série converge assez lentement pour les valeurs tres fortes
de ca. Laplace a donné pour ce cas Uintégrale définie sous la forme
d’une fraction continue fort aisée i calculer

M-

T
dans laquelle & = — .
2¢tu?
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Les réduites successives sont

I I+2x 1+ 5a 1+ go-+8a?
1+a 1-4+3% 1+06a—+3a 1-+10%+ 1522

Il existe un autre procédé permettant de calculer I'intégrale ci-dessus
quand z est un grand nombre.

On a
& ” I .
f eVdr = f — e~z dur;
. 2
- .

en intégrant par parties, on obtient alors

o —2 )

et dr=5_ et i
= 7 ,,
Je 2@ - 2.2

2 .2 el b

e e W13

e m e e = de
2z 4 a2 . fat

et et 1.3 L 1.3.5
fosepnd — T3 B e (,‘M'), — - (/.l'-
22 4 x 8ah . 8.8

Le terme général de la série a pour expression

1.3.5... (2n —1)

e?
o2n—1 pintl *

Le rapport d’un terme au précédent dépasse] I'unité lorsque
2n -+ 1 >4« Lasérie diverge donc & partir d’un certain terme. On
peut obtenir une limite supérieure de I'intégrale qui sert de reste.

On a, en effet,

1.3.5... (2n -+ 1)/’” e 1.3.5... (2n 1) e"-”’fw dx
r

[y = - —_—
o 2n—1 pen d -~ o 2n—1 IRk
»

1.3.5...(2n — 1)(‘__',=
2:‘/1,-—-1 a2ntl “
Or cette derniere quantité est le terme qui précédait intégrale.
Le terme complémentaire est donc toujours plus petit que celui qui le
précede.

On a édité des tables donnant les valeurs de I'intégrale
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On aura évidemment

oy

Lo 0(
I)(I “' "/l\/r\/[>

w vkt
1 T2 viRay Y g
@:‘/ ]){[.Z':t—--—--; -»H/ o1,
2 2 \/Tftu

o

La probabilité

pour que le cours @ soit atteint ou dépassé a I'époque ¢, cmit con-
stamment avec le temps. Si ¢ était infini, elle serait égale i}, résultat
évident.

La probabilité

) T
/ p da = —~I.:- /Zﬁc R

a
.y/'f';'ﬁ‘\/f
pour que le cours se trouve compris i I'époque ¢, dans Pintervalle
fini a,, x,, est nulle pour =0 et pour ¢ »=. Elle est maxima
lorsque

u "
RS
/;‘/".'/."‘5 Iy
Ty o2
oo,
Ty

St nous supposons lintervalle a,, 2, (reés petit, nous retrouvons
pour époque de la probabilité maxima

at
b amht
Ecart probable. — Nous appellerons ainsi Uintervalle ot o tel que,

au bout du temps ¢, le cours ait autant de chances de rester COmpris
dans cet intervalle que de chances de le dépasser.
La quantité o s¢ détermine par I'équation

ou
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c’est-h-dire
o =23 0,4769 k\/m\/T —=1,688/\/i;

cet intervalle est proportionnel & la racine carrée du temps.

Plus généralement, considérons I'intervalle == 3 tel que la proba-
bilité pour que, a I’époque ¢, le cours soit compris dans cet intervalle
soit égale a u, nous aurons

i dz = =
0 p o %

Nous voyons que cet intervalle est proportionnel & la racine carrée
du temps.

ou

Rayonnement de la probabilité. — Je vais chercher directement
I'expression de la probabilité @ pour que le cours  soit atteint ou
dépassé & I’époque . Nous avons vu précédemment qu’en divisant le
temps en intervalles trés petits Az, on pouvait considérer, pendant
un intervalle Az, le cours comme variant de la quantité fixe et tres
petite Ax.

Je suppose que, al’époque ¢, les cours @,_,, T,—y, Zuy Zussr Tpass -« -
différant entre cux de la quantité Az, aient pour probabilités res-
pectives = pn_oy Pn—i> Pus Prtis Purasr ---- De la connaissance de la
distribution des probabilités & I'époque ¢, on déduit aisément la dis-
tribution des probabilités & I'époque ¢ + Az. Supposons, par exemple,
que le cours x, soit coté a I'époque £; & "époque ¢ + Az seront cotés
les cours .., ou x,_,. La probabilité p,, pour que le cours x, soit
coté & I'époque ¢z, se décomposera en deux probabilités a 'époque
Pn

¢t~ A¢; le cours x,., aura de ce fait pour probabilité =2, et le cours

X, aura du méme fait pour probabilité Lo,
2%

Si le cours x,_, est coté & I'époque ¢ + A¢, c’est que, & I'époque ¢,
les cours x,_, ou x, ont été cotés; la probabilité du cours a,_, a
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I'époque ¢ + A¢ est donc P H", celle du cours @, est, & la méme

époque, L= ’+P”+’, celle du cours ,,

Pendant le tcmps At, le cours x, a, en quv]qnv sorte, émis vers le

o ‘( /)ll‘ f /)n I"l’ (\“‘

cours &, la pPOl)‘IbllltL Pr. Yo cours @,,, a, ¢mis vers le cours x,, la

probabilité p”“ Si p, est plus grand que p,,,, 'échange de proba-

hilité est fl‘«}"“ de z, vers x,.,.

On peut donc dire :

Chaque cours x rayonne pendant U élément de temps vers le cours voisin
une quantité de probabilité proportionnelle i la différence de leurs proba-
bilites.

Je dis proportionnelle, car on doit tenir compte du rapport de Ax a Az

La loi qui précede peut, par analogie avec certaines théories phy-
siques, étre appelée la lot du rayonnement ou de diffusion de la proba-
bilité.

Je considere la probabilité ® pour que le cours @ se trouve i
Pépoque ¢ dans Pintervalle @, = et jévalue aceroissement de cette
probabilité pendant le temps A

. e Ty A9

Soit p la probabilité du coursa a 'époque ¢, p == - - o Evaluons la
probabilité qui, pendant le temps A¢, passe, en quelque sorte, i travers
le cours x; c’est, d’apres ce qui vient d’étre dit,

1 dp 1 dp 1oty
o Zar)a g s LA

dir ot o
¢ désignant une constante.
. e . . i
Cet accroissement de probabilité a aussi pour expression "//, Az. On

a done
0‘1’ 0*d B
0l gar 0

C’est une équation de Fourier.

La théorie qui préctde suppose les variations de cours discontinues;
on peut arriver i I'équation de Fourier sans faive cette hypothise, en
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remarquant que dans un intervalle de temps tres petit Az, le cours
varie d'une fagcon continue, mais d’une quantité tres petite inférieure
a g, par exemple.

Nous désignerons par @ la probabilité correspondant a » et relative
a At

D’apres notre hypothese, le cours ne pourra varier qu’a I'intérieur
des limites == ¢ dans le temps Az et I'on aura par suite

A
j wdr=1.

Le cours peut étre @ — m a I'époque ¢; m étant positif et plus petit
que ¢; la probabilité de cette éventualité est p,_,,.

La probabilité pour que le cours  soit dépassé a I’époque ¢ + Az,
ayant été égal ax — mal’époque ¢, aura pour valeur, en vertu du prin-
cipe de la probabilité composée,

l)x-—/n/ w dx.
E~—1n

Le cours peut étre &+ m, & 'époque ¢; la probabilité de cette
éventualité est p,. .

La probabilité¢ pour que le cours soit inférieur & 2 4 I'époque ¢ + A¢,
ayant ét¢ égal & & +m a I'époque ¢, aura pour valeur, en vertu du
principe précédemment invoqué,

Datm [ wdzx.

g—im

L’accroissement de la probabilité ¢, dans U'intervalle de temps Az,
sera égal & la somme des expressions telles que

W&

(Pa—m=—DPatm) [ wdx
Y E—In
pour toutes les valeurs de m depuis zéro jusqu’a e.
Développons les expressions de p,_,, et paimen négligeant les termes
qui contiennent 7%, nous aurons
dp

@
K

a
-

Paomin == Pa— 1N

dax
d
Dot =t Po =t= 1M ‘df‘%“
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L’expression ci-dessus devient alors

— i//—)- / ame da.

de., Gt

L’accroissement cherché a donc pour valeur
(/)
/ / / 2mw do dm.
L 0 Cm

L’intégrale ne dépend pas de @, de ¢ou de p, ¢’est une constante.
L’accroissement de la probabilité ¢ a done bien pour expression

1 odp

P

¢t dz

L’équation de Fourier a pour intégrale

W= f S < L f,‘*
Sy ) O

La fonction arbitraive / se détermine par les considérations sui-
vantes :
. . T . v
On doit avoir @ = - si @ ==0, £ ayant une valeur positive quel-

a‘
e tde.

conque; et € == o lorsque ¢ est négatif.
En posant = o dans 'intégrale ci-dessus, on a

® = f (1) / T da :Z /(2),

c’est-a-dire

AOE \/_\/_ pour £=- o,

f(t)=o0 pour ¢ <7 o.

Cette derniere égalité nous montre que I'intégrale @ aura ses éléments
c?o? . , .
nuls tant que z — - sera plus petit que zéro, ¢’est-i-dire tant que

. cr . .. e .
o sera plus petit que \7_2.-{/»-;'.; on doit done prendre pour limite inféricure
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4o
., .., cx ,
dans Vintégrale @, la quantité ——— et 'on a
Va e
“n x2 e
@ I 3 I — N
{ A G e ?do=— e dl,
Vo ynd e Videx
Vayt 2/
_(‘_.l-‘
7 D vo /¢
ou, en remplacant f par / — / ,
Vex Yo Ve
2/E
R
2/
=11 i/’fe—kwx,
2 2V,
formule précédemment trouvée.
Loi des écarts de primes. — Pour connaitre la loi quirégitle rapport

de I'importance des primes ct leurs écarts, nous appliquerons a l'ache-
teur de prime le principe de ’espérance mathémalique :

L’espérance mathématique de [ acheteur de prime est nulle.

Prenons pour origine le cours vrai du ferme (/fig. 5).

Soit p la probabilité au cours ==z, ¢’est-d-dire dans le cas actuel la

probabilité pour que la réponse des primes ait lieu au cours == .
Soit 7 -+ A Vécart vrai de la prime dont /4.

Exprimons que U'espérance mathématique totale est nulle.

Fig. 5.

[ %

§ )
2

1° Pour les cours compris entre — = et m,

20 » » metm -+ b,

30 » » m -+ et + oo,
Ann. de I’Ec. Normale., 3° Séric. Tome XVIL — FEvRIER 1G00.

Nous évaluerons cette CS[)(:‘I’?HIC(} :
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1° Pour tous les cours compris entre oo el zz, la prime est aban-
donnée, ¢'est-i-dire que I'acheteur subit une perte Z. Son espérance
mathématique pour un cours compris dans U'intervalle donné est done

—ph et pour tout Vintervalle

S

- h / pdr.

2° Pour un cours « compris entre m et m -+ 4, la perte de Vache-
teur sera m -+ h — x; Pespérance mathématique correspondante sera
— p(m ~+h — z) et pour I'intervalle entier

w4+
— plm - h—a)dur.
“m

3° Pour un cours « compris entre m - % et o, le hénéfice de
Iacheteur sera @ — m — /5 U'espérance mathématique correspondante
sera p(x — m — h) et pour tout I'intervalle

J ple—m - I)de.

“mh

Le principe de 'espérance totale donnera done

NVEN

[ ple—m~— ) dx-- / plm=Te-xyde - h / pdr— o

< vh ““m

ou, en faisant les réductions,

Lo m /.wp dx ‘/mjm‘ der,
v “m
Telle est I'équation aux intégrales définies qui établit une relation
entre les probabilités, les écarts de prime et leur importance.
Dans le cas ol le pied de la prime tomberait du ¢oté des 2 négatifs,
comme le montre la fig. 6, m scrait négatif et Pon arviverait & la

relation

2/t 4 m o ”

2T om pda = padr,
2 g Y

Par suite de la symétrie des probabilités, la fonction p devant étre
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paire, il en résulte que les deux équations ci-dessus n'en forment
qu’une.

Fig. 6.
m

|
h{/

En différentiant, on obtient I'équation différentielle des écarts de
prime

d*h
amk P

P Gtant Pexpression de la probabilité dans laquelle on a remplacé x
par m.

Prime simple. — Le cas le plus simple des équations ci-dessus est
celui ot m = o, ¢’est-a-dire celui ot 'importance de la prime est égale
a son écart. On appelle prime simple celte sorte de prime, la scule
que Uon traite dans la spéculation sur les marchandises.

Les équations ci-dessus deviennent, en posant m =o et en dési-
gnant par a la valeur de la prime simple,

x o z _ ’__‘_::7_ -
a == / pmd,r::f e TR —f \/l.
vy 0 Qﬁk\/l

L’égalité a == f px dz montre que la prime simple est égale & I'es-

pérance positive de Pacheteur ferme; ce fait est évident, puisque le
preneur de prime verse la somme @ au donneur pour jouir des avan-
tages de I’acheteur ferme, c¢’cst-a-dire pour avoir son espérance posi-
tive sans encourir ses risques.

De la formule

a:\/‘ pxclxx/.'\/f,
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Cr

2
nous déduisons le principe suivant, un des plus importants de notre

étude :
La valeur de la prime simple doit ére /)m/)orlumn(f[l(: a la racine carree

du temps.

Nous avons vu précédemment que 'écart probable était donné par

la formule
o =1,688k\1 == 1,688a.

L’écart probable s’obtient donc en multipliant Ta prime moyenne
par le nombre constant 1,688; il est done tres facile i caleuler quand
il s’agit de spéculations sur les marchandises puisque, dans ce cas, la
quantité a est connue.

La formule suivante donne Pexpression de la probabilité en fonction

de a

At
J T oAmal
1) DD e (! .
[ LT
La probabilit¢ dans un intervalle donné aura pour expression Vin-
tégrale

a8

Wl
1 .
w—/ ¢ Ty
1]

2,

ou

8,

', 7 I & 1w’
2T 197 a? 160t 2678 1 +e )

Cette probabilité est indépendante de « e, par suite, du temps, si «,
au lieu d’étre un nombre donné, est un parametre de la forme w=- ba;
par exemple, si u = «,

s
1 1 1

PAT == = e e e 6,155,
,( 2m 24m* 0 3oom? ’

oy f e . @ S ’ ) ags, g ’ »
L mtcgral(,/ pdxz représente la probabilité de réussite du preneur
a

de prime simple. Or
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Done:

La probabidité de réussite du preneur de prime simple est indépendante
de Uepoque de U éehéance; elle a pour valeur

0,345,

L’espérance positive de Ja prime simple a pour expression
f plz-—a)dr=—0,58a.
4

Double prime. -~ Le stellage ou double prime est formé de 1’achat
simultané d’une prime & Ia hausse et & la baisse (primes simples). 11
est facile de voir que le donneur de stellage est en bénéfice dans I'in-
tervalle - - 2a, -+ 2a; sa probabilité de réussite est donc

P
At

o o o _
9 pda o e e e e 20,56,
A T AT 107

La probabilitd du prencur de stellage est 0,44.

Espérance positive du stellage

2 /‘np(‘r: v 2a) v == 0,50 a.
e

Coefficient d’instabilité. — Le coclficient £, précédemment introduit,
est le coefficient d’instabilité ou de nervosité de la valeur, ¢’est lui qui
mesure son état statique. Sa tension indique un état d’inquiétude; sa
faiblesse, au contraire, est 'indice d’un état de calme.

Ce coellicient est donné directement dans la spéculation sur les
marchandises par la formule

a - /.'\/[,

mais dans la spéculation sur les valeurs on ne peut le calculer que par
approximation, comme nous allons le voir.

Série des écarts de prime. — L’¢quation aux intégrales définies des
¢earts de prime n’cst pas exprimable en termes finis quand la quan-



54 L. BACHELIER.

1 A ¢ 1 < 1 3 a3 ALY ! 1N
tité m, différence entre U'écart de la prime et son 1mportance L, nest
pas nulle.

Cette équation conduit & la série
; m m? m' ot L
t At i T gbnter T ageomtad
Cette relation, dans laquelle la quantité « désigne Uimportance de
la prime simple, permet de calculer la valeur de « quand on connait
celle de m, ou inversement.

Loi approximative des écarts de prime. ~ La série qui précede peut
s’écrire
h=a-jf(mn).
Considérons le produit de la prime A par son écart (e + /) :
h(m L) =[a~f(m)][m -+ a~—f(m)];

dérivons-en m, nous aurons

Z{%[ﬁ(m A A)] = IO (et f(m)] b [a— f(m)| [ 1= ["(m)].

s'annule; nous devons en conclure que :

Le produit d’une prime par son dcart est maximum quand les deux
Jacteurs de ce produit sont égaux : ¢'est le cas de la prime simple.

Dans les environs de son maximum, le produit en question doit peu
varier. C’est ce qui permet souvent de déterminer approximativement «
parla formule

L(m - h)=a?,

clle donne pour @ une valeur trop faible.
En ne considérant que les trois premiers termes de la série, on
obtient
Bl m) = at— "2,

4

qui donne pour a une valeur trop forte.
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Cr
(%4

Dans la plupart des cas, en prenant les quatre premiers termes de
Ja série, on obtiendra une approximation tres suffisante; on aura ainsi

o= T(2k 4 m) i\/ﬁf’(gh )2 — fm?

L/[Tv‘:

Avec cette méme approximation on aura pour valeur de 7 en fonetion
de a
m=mnazd\ma*—fra(a —h).

Admettons pour un instant la formule simplifiée
Ie(m = h) = a® = k¢,

Dans la spéculation sur les valeurs les primes & la hausse ont une
importance % constante, I'écart m -+ /4 est donc proportionnel au
temps.

I’écart des primes & la hausse, dans la spéculation sur les valeurs, est
sensiblement proportionnel & la durée de leur cchéance et aw carré de I'in-
stabilite.

Les primes & la baisse, sur les valeurs (¢’est-d-dire, la vente ferme
contre achat i prime) ont un éeart /2 constant et une importance m + £
variable. Done :

L’importance des primes & la baisse, dans la spéculation sur les valeurs,
est sensiblerment proportionnelle @ la durce de leur échéance et au carré de
Uinstabilité,

Les deux lois qui précedent ne sont qu’approchées.

Options. — Appliquons le principe de l'espérance mathématique
a 'achat d’une option d’ordre n traitée & I'écart r.

L’option d’ordre n peut étre considérée comme se composant de
deux opérations :

1° Un achat ferme d’une unité au cours r;

20 Un achat ferme de (# — 1) unités au cours r, cet achat n’étant a
considérer que dans Uintervalle 7, =.
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La premitre opération a pour espérance mathématique - 7.
seconde a pour espérance

(n—1) / p(a—rydx.

On doit donc avoir i
re=(n-—r) / pla —r)dx

vy

ou, en remplacant p par sa valeur,

¥ T hmad
S e (¢
1) Q2T ?
et, en développant en séric,
-t r* re
% o e P e e e -0,
A ;A o, 48w a®

En ne conservant que les trois premiers termes, on obtient

T IR i
/'f:ﬂ:(([m-}“J".'»--\/(' 77) /lT'l
./l' e f L I -

re= 0,08,

Sin=a2a,

L écart de I option du double doit ltre environ les dewx tiers de la valear

de la prime simple.

Sin=23,
re=r,000a,

L’ écart de Uoption du triple doit étre supcricur de un dixiéme enguon

a la valeur de la prime simple.

Nous venons de voir que les ¢earts des options sont approximati-

vement proportionnels 4 la quantité a.

Il en résulte que la probabilité de réussite de ces opérations est

indépendante de la durée de I’échéance.

La probabilite de réussite de option du double est 0,304, Uopcration

réussit quatre [ois sur dix.
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La probabilité e | 'opn'(m, du triple est 0,33, | ‘opération réussit une Jois
sur trots.

[espérance positive de 'option d’ordre n est

/Lf plx-—r)de,

r " .
7:—_——_: :ZT:/ /)(-Z‘ — 1) (/(1’,
r

» , , i n ) Y o
Pespérance cherchée a pour valeur et SRR est-i-dire 1,36« pour

et comime

Poption du double et 1,64« pour Poption du triple.

En vendant ferme ¢t en achetant simultanément une option du
double, on obtient une prime dont 'importance est r = 0,68« et dont
I'éeart est le double de r.

La probabilité de réussite de opération est o,30.

Par analogie avec les opérations a prime, nous appellerons opteon-
stellage Xordre n, Popération résultant de deux options d’ordre r, i
la hausse et a la baisse. '

Ioption stellage du second ordre est une opération fort curicuse;
entre les cours =t rla perte est constante et égale a = 7. La perte diminue
ensuite progressivement jusqu’aux cours == 3r, ou elle s’annule,

Il y a bénéfice en dehors de intervalle == 3.

La probabilité est o,42.

OPERATIONS FERMES.

Maintenant que nous avons achevé I'étude générale des probabilités
nous allons appliquer & larecherche des probabilités des principales
opérations de bourse en commengant par les plus simples, les opéra-
tions fermes et les opérations a prime, et nous terminerons par 'étude
des combinaisons de ces opérations.

La théorie de la spéculation sur les marchandises, beaucoup plus
simple que celle des valeurs, a déja été traitée; nous avons, en effet,

Ann, de UFe, Normale, 3° Sériec. Tome X VIl — FEVRIER 1600, 8
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caleulé la probabilité et Iespérance des primes simples des stellages

et des options.

La théorie des opérations de hourse dépend de deux coellicients : &
et £.

Leur valeur, & un instant donné, peut se déduire facilement de
I'écart du terme au comptant et de Pécart d'une prime quelcongue.

Dans '¢tude qui va suivre, nous ne nous occuperons que de la
rente 3 °/,, qui estjune des valeurs sur laquelle on traite régulicre-
ment des primes.

Nous prendrons pour valeurs de & et £ leurs valeurs moyvennes
pour les cing dernieres années (1894 4 1898), ¢’est-d-dire

b~ 0,264,
foeoh

(le temps est exprimé en jours et unité de variation estle centime).
Nous entendrons par valeurs caleulées celles qui sont déduites des
formules de la théorie avee les valeurs ci-dessus données avx con-
stantes b el £.
Les valeurs obsercées sont celles que Pon déduit directement de Ta
compilation des cotes durant ce méme espace de temps de 1894 &
1898 ().

.
.

Dans les Chapitres qui vont suivee nous aurons constamment :
connaitre les valeurs moyennes de la quantité ai différentes époques

la formule

donne
Pour 45 jours..........oo.. Cianes == 33,54
L T P == 97,38
» 2.0 B et eior e et ir o ossas e @ED, 36
» 10 L L o= iu,l';

Pour un jour, il semble que PVon deyrait avoir « == 5; mais dans

tous les caleuls de probabilités o il sagit de moyennes on ne peut
poOSer £ =1 pour un jour.

(1) Toutes les observations sont extrailes de la Cote de la Bourse et de la Banque.
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En effet, il y a 365 jours dans I'année, mais seulement 307 jours de-
- : 365 .
bourse. Le jour moyen de la bourse est donc ¢ == ——; il donne
207

[24 ::5,./;5.

On peut faire la méme remarque pour le coelficient 4. Dans tous
les caleuls relatifs & un jour de hourse on doit remplacer & par

opn
365 Py

/)' == e o 0,313,
309

Ecart probable. — Cherchons Uintervalle de cours (—a, +a) tel
que, au bout d’un mois, la rente ait autant de chances de se trouver
dans cet intervalle que de chances de se trouver en dehors.

On devra avoir

d’ol

o = 2z (0.

Pendant les 6o derniers mois, 33 fois la variation a été circonserite
entre ces limites el 27 fois elle les a dépassées.

On peut chercher de méme Uintervalle relatif & un jour; on a ainsi
o iz,
Sur 1452 observations, 815 fois la variation a été inférieure i .

Dans la question qui précede, nous avons supposé que le cours
coté se confondait avee le cours vrai; dans ces conditions, la probabi-
lité et Pespérance mathématique de Pacheteur et du vendeur sont les
mémes. En oréalité, le cours coté est inféricur au cours vrai de la
quantité nb, si n est le nombre de jours séparant de I'échéance.

I’¢cart probable de 46¢ de part et d’autre du cours vrai correspond a
intervalle compris entee 54¢ en hausse au-dessus du cours coté et
38¢ en baisse au~dessous de ce cours.

Formule de la probabilité dans le cas général. — Pour trouver la
probabilité de la hausse pour une période de n jours, il faut connaitre
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I’écart nb du cours vrai au cours coté; la probabilité est alors égale &

/. P da.

b

La probabilité de la baisse sera égale & 'unité diminuée de la pro-
babilité de la hausse.

Probabilité de 'achat au comptant. - Cherchons la probabilité de
réussite d’un achat au comptant destiné i ¢(re revenduo dans 3o jours.

On doit remplacer dans la formule précédente Ta quantité 2b par 25.

La probabilité est alors égale & 0,6/ :

L’opération a deux chances sur trois de réussir.

Si 'on veut avoir la probabilité pour un an, on doit remplacer Ia
quantité nb par 300. La formule @ = £yt donne

a == 95,05,
On trouve que la probabilité est
0,89.
Neuf fois sur dix un achat de rente auw comptant produit un bénéfice

au bout d’un an.

Probabilité de I'achat ferme. -~ Cherchons la probabilité de réussite
d'un achat ferme effectu¢ au début du mois.
On a

nh= 7,91, o 07, 38,
On en déduit que :

La probabilité de la hausse est............., 0,5
» haisse  » ... ...l 0,45

La probabilité de 'achat croit avee le temps; pour un an, on a
n == 365, nlh - o6,36, a - oh,h.

La probabilité a dlors pour valeur 0,65.
Quand on effectue un achat ferme pour le revendre au bout d'un an,
on a deux chances sur trois de réussir.
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IT est évident que sile report mensuel était de 25¢ la probabilité de
"achat serait o,50.

Avantage mathématique des opérations fermes. — [l me parait indis-
pensable, comme je I'ai déji fait remarquer, d’étudier 'avantage ma-
thématique d’un jeu dés qu’il n’est pas équitable, et ¢’est le cas des
opérations fermes.

Si-nous supposons b == o0, Pespérance mathématique de l'achat

. v . ) ) ’ . a 1
ferme est @ —a =o. L’avantage de l'opération est 5, = 5 comme

d"ailleurs dans tout jeu équitable.

Cherchons Iavantage mathématique d’un achat ferme de » jours en
supposant b > o. L’acheteur aura, pendant cette période, touché la
somme 26 provenant de Ia différence entre les coupons et les reports,
el son espérance sera @ — a - nb; son avanlage mathématique sera
done

KL
%~ nb
I.’avantage du vendeur serait

a
2 -+ nb

Oceupons-nous spécialement du cas de Pacheteur.

Quand 6 >0 son avantage mathématique croit de plus en plus
avec n; il est constamment supérieur 4 la probabilité.

Pour un mois, avantage de Pacheteur est 0,563 et sa proba-
bilité 0,55. Pour un an, son avantage est 0,667 et sa probabilité 0,65.

On peut done dire que :

L'avantage d’wne opération ferme est & pew pres égal a sa probabulite.
OPERATIONS A PRIME.

Ecart des primes. — Connaissant la valeur de a [pour une époque
donnée, on calcule facilement I'écart vrai par la formule

m=Ta i\/rc’a”—— hbma(a — /lj.
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Connaissant I’écart vrai on obtient I'écart coté en ajoutant la quan-
tite nd a Vécart vrai; 2 est le nombre de jours qui séparent de la ré-
ponse.

Dans le cas d'une prime fin prochain, on ajoule la quantité
[25 + (n —30)b].

On arvive ainsi aux résultats suivants :

LPrimes dont Ho.

Feart coté
T —————— " A —————

caleuld, observi,
Adsjours.....oooia 50,01 59,60,
30 v i 20,6 20,00,
20 P e 13,23 17,71

Primes dont 25.

Bcart coté
- R —— 0. —

caleuld. observd,

A 45 jours.. ool 79,70 79,80
S 37,78 37,84
2O N e 25,17 27,34
T 19,24 17,40

LPrimes dont 1o.
Feart coti
e ———— T —®.

caleuld, observié,

A Bojours....oeoa . 66,19 60,973
200w e T N ) 46,43
T 26,01 30,89

Dans le cas de la prime dont 5¢ pour le lendemain nous avons

I, a o 4h
d’olr
mo0,81;
I’écart vrai est donc 5,81; en y ajoutant b, = }:’g? b == 0,31 on obtient
Pécart caleulé 6, 12. 7
La moyenne des cing dernieres années donne 7,36.
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Les chiffres observés et calculés concordent dans leur ensemble,
mais ils présentent certaines divergences qu'il est indispensable d’ex-
pliquer.

Ainsi Iécart observé de Ta prime dont 1o & 30 jours est trop faible;
il est facile d’en comprendre la raison : Dans les périodes tres mouve-
mentées, alors que la prime dont 1o serait & un trés fort écart, on ne
cote pas celte prime; la moyeune observée se trouve done diminuée de
ce fait.

D'autre part, il n’est pas niable que le marché ait eu, pendant plu-
sieurs années, une tendance & coler & de trop forts écarts les primes i
courtes échéances; il se rend d’autant moins compte de la juste pro-
portion des écarts que ceux-ci sont plus petits et que I’échéance est
plus proche.

Il faut cependant ajouter qu'il semble s’étre apercu de son erreur,
car en 1898 il a paru exagérer dans le sens inverse.

Probabilité de levée des primes. — Pour qu'une prime soit levée, il faut
que le cours de la réponse des primes soit supéricur au cours du pied
de la prime; la probabilité de levée est done exprimée par U'intégrale

/ pda,
e

e ¢tant le cours vrai du pied de la prime.
Cette intégrale est facile i calculer, comme onI'a vu précédemment;
elle conduit aux résultats suivants :

Probabilite de levée des primes dont 5o.

Calculée. Observée.
A 45 jours. ... .o 0,63 0,59
17 R (A 0,75
20 P i 0,77 0,76

Probabilité de levée des primes dont 25,

Caleulée. Observée.
A 45 Jours.. oo 0,410 0,40
300 D e 0,47 0,46
QO P i 0,03 0,53

{0 T R 0,65 0,6%
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Probabilite de levée des primes dont 1o,

Galculde, Observée.
A 3o jours.......o..n 0,21 0,21
DX S 0,28 0,26
[ T 0,36 0,38

On peut dire que les primes /50 sont levées trois fois sur quatre, les
primes /25 deux fois sur quatre ¢t les primes /1o une fois sur quatre.

La probabilité de levée de la prime dont 5¢ pour le lendemain
est, d’apres le calcul @ 0,485 fe résultat de 1456 observations donne
671 primes certainement levées et 76 dont la levée est douteuse; en
comptant ces 76 dernieres primes la probabilité serait 0,51, en ne les
comptant pas elle serait 0,46, soit en moyenne 0,48 comme indique
la théorie.

Probabilité de bénéfice des primes. — Pour qu’'une prime donne du
bénéfice a son acheteur, il faut que la réponse des primes se fasse i un
cours supérieur a celui de la prime. La probabilité de bénéfice est
donc exprimée par U'intégrale

/ pde,

1

e, étant le cours de la prime.
Cette intégrale conduit aux résultats ci-apris

Probabilité de bénéfice des primes dont Ho.

Calculée. Ohservée,
A g5 jourg.... i, 0,40 0,39
30 » ... 0,43 0,41
20 N e 0,44 0,40

Probabilité de bénéfice des prumes dont 25.

Caleulée. Observée.
A 45 jours.............. 0,30 0,97
300 M i, 0,33 0,31
20 D ciiiiiaiel. . 0,36 0,30

e 0,41 0,40
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Lrobabilieé de béndfice des primes dont 10,

Caleulée. Observée.
A Bo jours...ooaooL L. 0,20 0,16
20 00 e 0,29 0,18
O e 0,27 0,25

On voit qu’entre les limites ordinaires de la pratique, la probabilité
de réussite de Pachat d'une prime varie peu. L'achat [50 réussit
quatre fois sur dix, Fachat [25 trois fois sur dix et Pachat /1o deux
fois sur dix.

Drapres le caleul, Pacheteur de prime dont 5¢ pour le lendemain a
une probabilité de réussite de 0,34, observation de 1456 cotes montre
que qro primes auraient certainement donné des bénéfices et que 3o
autres donnent un résultat douteux, I probabilité observée est done

0,50,
OPERATIONS COMPLEXES.

Classification des opérations complexes. — Comiuue on (raile du ferme
el souvent jusqu’a (rois primes pour la méme éehéance, on pourrait
entreprendre en méme Lemps des opérations triples et méme qua-
druples.

Les opérations triples sortent déja du nombre de celles que Pon
peut considérer comme classiques, lear étude est (rés intéressante,
mais trop longue pour pouvoir étre exposée ici. Nous nous bornerons
done aux opérations doubles.

On peut les diviser en deux groupes suivant qu'elles contiennent
on non du ferme.

Les opérations contenant du ferme se composeront d'un achat ferme
et une vente a prime, ou inversement.

Les opérations i prime contre prime consistent dans Ta vente d’une
grosse prime suivie de Uachat d’une petite, ou inversement.

La proportion desachats et des ventes peut d’ailleurs varier i infini.
Pour simplifier la question, nous n'étudierons que deux proportions
tres simples :

19 La seconde opération porte sur le méme chiffre que la premitre.

Ann. dol'Ee. Normale, 32 Série. Tome XVIL -= Fiviien 1goo. 9
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20 Tlle porte sur un chiflre double.

Pour fixer les idées, nous supposerons que Pon opere auw début du
mois et nous prendrons pour écarls vrais les ¢éearts moyens depuis
cing ans : 12,78/50, 29,87/25 et 58,28/ 10.

Nous remarquerons aussi que pour les opérations i un mois le cours
vrai est plus élevé que le cours coté, de la gqnantité 7,91 30b.

Achat ferme contre vente a prime. -— On achtte en réalite du ferme
au cours — 30b = — 7,91 et Uon vend & prime /25 au cours -+ 29,87.

Il est facile de représenter 'opération par une construction géome-
trique (fig. 7) : Pachat ferme est veprésenté par la droite AMB:

' ~
Fig. 7. ’
B
f”
K
PO SO .. I
i 7’
.C_-_/ 4P
S
l\/l/ .
e Ny Mo . _
J/ 70 X
/,/ /..
e yd
H, - E

MO = 30b. La vente & prime est représentée par la ligne brisée CDE,
Vopération résultante sera représentée par la ligne brisée HNKIL,
I'abscisse du point N sera

(251 30b).

On voit que Popération donne un hénéfice limité égal i 'éeart coté
de la prime; a la baisse, le risque estillimité.

La probabilité de réussite de lopération est exprimée par Uintégrale

ot 2
pdx: 0,68,
A At 11/}

SiPon avait vendu une prime [50 Ta probabilité de réussite aurait
été s 0,80.

Il est intéressant de connaitre la probabilité dans le cas d'un report
de 25¢ (b = o).
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Gette probabilité est 0,64 en vendant /25 et 0,76 en vendant /50.

v ) .
St Pon revend une prime sur un achat au comptant, la probabilite
est 0,76 enrevendant /25 et 0,86 en revendant /5o0.

Vente ferme contre achat 4 prime. — Cette opcération est inverse de
la precédente; elle donme i la hausse une perte limitée et 2 la baisse
un béncfice illimite. Cest, par conséquent, une prime i la baisse, prime
dont Iécart est constant et Pimportance variable, i Pinverse des primes
a la hausse.

Achat ferme contre vente du double a prime. — On achite ferme au
cours vrai - 306 et Pon vend le double an cours 29,87/25.

La fig. 8 represente géométriquement Popération s elle montre que
le risque estillimite a la hausse comme i la baisse.

Fig. 8.
.
.
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On gagne entre les cours — (50~ 306) et 59,74 + 30b. La proba-
bilit¢ de réussite

/// da = 0,64,

in vendant /50 la probabilité serait 0,62 ¢t en vendant /10 on au-
rait pour probabilité o,62.

Si Pon avait acheté 2 unités ferme pour en vendre 3/50, la probabi-
lité aurait ¢té o,60.

Vente ferme contre achat du double a prime. — C’est opération in-
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verse de la précédente; clle donne des hénéfices dans e cas d'une forte
hausse et dans celui d’une forte baisse.
Sa probabilité est : 0,27.

Achat d'une grosse prime contre vente d'une petite. - Je suppose
qu’on ait fait simultanément les deux opérations suivantes :

Acheté d. .o 19,7850
Yendu . oo 9y, 8705

Au-dessous du pied de la grosse prime (- 37,22), les deux primes
sont abandonnées et 'on perd 25¢.

A partir du cours — 37,22 on est acheteur, et au coursde 12,22
Popération est nulle. On gagne ensuite jusqu'a ce que le pied de la
prime [25, ¢’est-i-dire le cours -+ 1,87 soit atleinl.

Alors on est liquidé et Pon gagne écart. KEn baisse on perd done
25, ¢’est le risque maximum; en hausse on gagne 'éeart,

Le risque est limité, le bénéfice Uest ¢galement.

La fig. o veprésente géométriquement Nopération.

Iig. 4.

La probabilité de réussite est donnée par 'intégrale
/ piae 0,5,
12,9
En achetant /25 pour vendre /1o, la probabilité de réussite serait

0,38.

Vente d'une grosse prime contre achat d’une petite. — Cette opération,
qui est la contre-partie de la précédente, se discute sans difficulté; en
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baisse on gagne la différence du montant des primes, en hausse on
perd leur écart.

Achat d'une grosse prime contre vente d’'une petite en quantité double.
~Je suppose qu’on ait fait lopération suivante :

Achalb oo 12,78/50
Vente du double. ..o 29,87/25

En forte baisse, les primes sont abandonnées, elles se compensent;
¢’est une opération en blanc. Au pied de la grosse prime, ¢’est-a-dire
au cours — 37,22, on devientacheteur et 'on gagne progressivement
jusquau pied de Ta petite (4- 4,87 ).

A ce moment, le bénéfice est maximum (/;2,09 centimes) et 1'on
devient vendear. On reperd progressivement le bénétice et au cours
de 45,96 ce béncfice est nul.

Au delivon perd proportionnellement & la hausse.

Kn résumeé, Vopération donne un bénétice limité, un risque nul a la
baisse et illimité a la hausse.

La frg. 10 représente géométriquement Popération.

Fig. 10.

Probabilité de I'opération en blanc........... 0,30
» de bénéfice.......... ..ot 0,45
» doperte .....oovueiiiiineans . 0,25

Vente d'une grosse prime contre achat d'une petite en quantité double.
- La discussion et la représentation géométrique de cette opération,
inverse de la précédente, ne présentent aucune difficulté. Il est inutile
de nous y arréter.
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Classification pratique des opérations de bourse. — Au point de vae
pratique, on peut diviser les opérations de bourse en quatre classes:

Les opérations & la hausse.

Les opérations & la baisse.

Les opérations en prévision d’un grand mouvement dans un sens
quelconque.

Les opérations en prévision des petits mouvements.

Le Tableau suivant résume les principales opérations & la hausse :

Probabilité moyenne.

[}

b

b oynb6 b:o

(report dgal
(report nul). (report moyen). aux coupons).

Achat fto.....ooovviii i, 0,90 0,20 0,20
Achat f25...... ool 0,33 0,33 0,33
Achat [25 G vente [1o0... ..., .. 0,38 0,38 0,38
Achal [5o ..t 0,43 0,43 0,43
Achal ferme.............. ... L 0,64 0,55 0,50
Achal [50 Cvente [25.............. 0,59 0,59 0,%)
Achat ferme C vente [25............ 0,706 0,068 0,64

» » [50. ol 0,86 0,80 0,76

Il suffit d’inverser ce Tableau pour obtenir échelle des opérations
a la baisse.

PROBABILITE POUR QU’UN COURS SOIT ATTEINT
DANS UN INTERVALLE DE TEMPS DONNE.

Cherchons la probabilité P pour qu’un cours donné ¢ soit atteint ou
dépassé dans un intervalle de temps ¢.

Supposons d’abord, pour simplifier, que le temps soit décomposé en
deux unités, que ¢ égale deux jours par exemple.

Soit a le cours coté le premier jour et soit y le cours du second jour
relativement a celui du premier.

Pour que le cours ¢ soit atteint ou dépassé, il faut que le premier
jour le cours soit compris entre ¢ ¢t % ou que, le second jour, il soit
compris entre ¢ — x et oo,
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Dans la question actuelle, il faut distinguer quatre cas

1 jour. 2" jour.
2 compris enfre : ) compris entre :
2 el ¢ - cl ¢ —x
— el ¢ ¢ --.r el -
¢ ct % — el c—x
¢ eb % ¢c—x cl - ®

Sur ces quatre cas, les trois derniers sont favorables.

La probabilité, pour que le cours se trouve compris dans Uinter-
valle dx le premier jour et dans Uintervalle dy le second jour, sera
PPy da dy.

La probabilit¢ P, é¢tant par définition le rapport du nombre des cas
favorables i celui des cas possibles, aura pour expression

2 “n o WG =X ) o»n
(L))
- it /o —n S e

P e
.

¢ peer NP o aC—i P
e
e ¥ i 0 V(e e Y ¢ C—a

(I'élement est prp, dx dy).

Les quatre intégrales du dénominateur représentent les quatre cas
possibless les (rois intégrales du numérateur représentent les trois
was favorables. On peut simplifier et écrire, le dénominateur étant égal

aun,
L / [ Paufy dxdy -1 / /.Vpx/)y dz dy.

s ¢ ——

o

On pourrait appliquer le méme raisonnement en supposant que P'on
ait & considérer trois jours conséeutifs, puis quatre, ete.

Cette méthode conduirait & des expressions de plus en plus compli-
quées, car le nombre des cas favorables irait sans cesse en augmen-
tant. Il est beaucoup plus simple d’étudier la probabilité 1 — P pour
que le cours ¢ ne soit jamais atteint.

Il n’y a plus alors qu’un seul cas favorable quel que soit le nombre
de jours, c’est celui ot le cours n’est atteint & aucun des jours consi-
déris.
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P

La probabilit¢ 1 — P a pour expression

. WC o aC—E, =X, VO Z ey
P :/ / / s / Py« oo Py day oo day,
— v

— L —

a, estle cours du premier jour;
a, est le cours du second jour relativement & celui du premier;
x, est le cours relatif du troisicme jour, cte.

La détermination de cette intégrale paraissant difficile, nous résou-
drons la question en employant une méthode d'approximation.

On peut considérer le temps ¢ comme divisé en petits intervalles Az
de telle sorte que ¢ = mAz. Pendant Punité de temps Az, le cours ne
variera que de la quantité == Az, écart moyen relatif a cette unité de
temps.

Chacun des écarts == Az aura pour probabilité

Supposons que ¢ == Az ct cherchons la probabilité pour que le
cours ¢ soit atteint précisément i 'époque 25 ¢’est-a-dire pour que ce
cours soit atteinl & cetle ¢poque ¢, sans avoir jamais ¢té antéricure-
ment. Si, pendant les m unités de temps, le cours a varié de la quantité
nAx, c’est qu’ily a eu v'{"—:;l’»{' variations en hausse et 2 ) " variations
en baisse.

e n

'»‘.

La probabilité pour que, sur m variations, il y en ait eu

favorables est

o m

m! (
mo—-ny m 4y \9,)

o
Ce n’est pas cette probabilité que nous cherchons, mais le produit
de cette probabilité par le rapport du nombre des cas oit le cours
n Az est atteint & I'époque m Az, ne ayant pas ¢té précédemment, an
nombre total des cas oft il est atteint i I'époque m Ac.
Nous allons calculer ce rapport.

Pendant les 7z unités de temps que nous considérons, il v a cu

m -+ n o . n - n . e .
5 variations en hausse et T variations en baisse.
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Nous pouvons représenter une des combinaisons donnant une
hausse de nAxz en m unités de temps par le symbole

BILH, . By By,

B

B, indique que, pendant la premitre unité de temps, il y a eu baisse;
I1,, qui vient ensuite, indique qu’il y a cu hausse pendant la seconde
unité de temps, ete.

Pour qu’une combinaison soit favorable, il faut que, en la lisant de
droite & gauche, le nombre des H soit constamment supérieur a celui
des B. Nous sommes ramenés, comme on voit, au probleme suivant :

Sur n lettres il y a ot ; % lewtres W el -—«7) 2 lettres B quelle est la

probabililc pour que, en écrivant ces lettres aw hasard et en les lisant
dans un sens déterminé, le nombre des X1 souwt, durant toute la lecture,
toujours supéricur a celur des B?
La solution de ce probleme, présenté sous une forme un peu diffé-
rente, a 6t6 donnée par M. André. La probabilité cherchée est égale
I!.

(l -
I)I

La probabilité pour que le cours n Az soit atteint précisément au
bout de m unités de temps est done

n m ! 1\
Mo R m + /‘L! 2
2

Cette formule est approximative; nous obtiendrons une expres-
1 ) s ) DY ‘ [s 1 1) 1 I 'A n b
sion plus exacte en remplagant la quantité qui multiplie — par la va-
lear exacte de la probabilité & I'époque ¢, ¢’est-a-dire par

V2 2
- _'g“_‘ e—n”".
Vmym
La probabilité que nous cherchons est done
SACE )
my/m\/n

Ann. de (’Ec. Normale. 3° Série. Tome X VII. — FEVRIER 1900, 10
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eyn

2
ou, en remplacant n par —% etm par 8 mk?/,

J

o2
T wmkdt

Telle est I'expression de la probabilité pour que le cour
atteint & I'époque d¢, ne 'ayant pas été antérieurement.

s ¢ Solt

La probabilité pour que le cours ¢ ne soit pas atteint avant I’époque
poq

¢ aura pour valeur

’-’
t—P=A | —2 e iy,

¢ ?\/ﬂ/\l“{

Jai multiplié I'intégrale par une constante & déterminer A, parce
que le cours ne peut étre atteint que si la quantité désignée par m

est paire.

En posant
c?

Gk
on a

o
- paymAYi
1 =P a/2A / e~ ).
0
Pour déterminer A, posons ¢ ==oo, alors P == o0 ¢t

,::z\/mf e == \fa A
0

donc
A=

alors

1—P= \/ ;r/'zﬁ:k Vi =1 ).

La probabuite, pour que le cours 2 soit atteint ou dépassé pendant U'in-
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tervalle de temps t a donc pour expression

x

P:!—-—‘/-z—; /2“&5‘\/—5‘0“}\2 d)\.
TE"O

La probabilité pour quele cours  soit atteint ou dépassé a I’époque ¢
a pour expression, comme nous l’avons vu,

On voit que @ est la moitié de P.

r

La probabilite pour qu’un cours soit atteint ou dépassé a U époque t est
la moitié de la probabilité pour que ce cours soit atteint ou dépassé dans
Uintervalle de temps t.

La démonstration directe de ce résultat est trés simple : Le cours
ne peut étre dépassé & 'époque ¢ sans Iavoir été antérieurement. La
probabilité @ est donc ¢gale @ la probabilité P, multipliée par la pro-
babilité pour que, le cours étant coté & une époque antérieure 4 ¢, soit

, R LV s . (R 1
dépassé a U'époque ¢; ¢’est-i-dire, multipliée par =- On a done

[ [ 2

P

P oo e
2

On peut remarquer que I'intégrale multiple qui exprime la probabi-
lité 1 — P et qui semble réfractaire aux procédés ordinaires de calcul
se trouve déterminée par un raisonnement tres simple grace au calcul
des probabilités.

Applications. — Les Tables de la fonction @ permettent de calculer
tres facilement la probabilité
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La formule

SR
P:I-’——g-:f 0‘”6‘[)\
Ve

montre que la probabilité est constante, quand I'écart « est propor-
tionnel a la racine carrée du temps; ¢’est-a-dire, quand il a une expres-
sion de la forme = = ma. Nous allons étudier les probabilités corres-
pondant & certains écarts intéressants.

Supposons d'abord que @ == @ == ky/¢; la probabilité P est alors égale
4 0,69. Quand Pécart @ est atteint, on peut, sans perte, revendre du
ferme sur la prime simple . Donc :

1l y adeux chances sur trois pour que l’on puisse, sans perie, revendre
du ferme sur une prime simple.

Particularisons la question en appliquant a la rente 3 pour 100;
sur une période de 6o mois, 38 fois, on a pu revendre a I'éeart a; ce
qui correspond & une probabilité de 0,63.

Etudions maintenant le cas ol a == 2a.

La formule précédente donne pour probabilité 0,43.

Quand I’écart 2a est atteint, on peut revendre sans perte du ferme
sur une prime double; ainsi :

Ily a quatre chances sur dix pour que l'on puisse, sans perte, revendre
du ferme sur une prine double.

Sur une période de Go liquidations, la rente 3 pour 100 a atteint
23 fois I'écart 2, ce qui donne pour probabilité o,38.

L’écart 0,7a est celui de option du double; la probabilité corres-
pondante est 0,78.
On a trois chances sur quatre de pouvoir, sans perte, revendre du ferme

sur une option du double.

L'option du triple doit se traiter 4 un écart 1,14 auquel correspond
la probabilité o0,66.
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Or a deux chances sur trois de pouyoir, sans perte, revendre du ferme
sur une option du triple.

Citons, enfin, comme écarts remarquables I'écart 1,7 qui corres-
s T I , . s
pond & une probabilité de - et I'écart 2,9a qui correspond & une pro-

epe 1
bhabilité de -
14

Espérance mathématique apparente. — L’espérance mathématique

v

2@ W“’p?’ S g

e / e d

\/TE )

est une fonction de @ et de ¢; différentions-la par rapport & , nous
aurons

& Pa—a

r o

9%y o [H/EE - ae PR
e P A
i \/TC J 7 \/4

Si on considere une époque déterminée ¢, cette espérance sera
maxima lorsque

08 1
Jda

preresy ,
¢’est-a-dire, quand z == 2a, cnviron.

Espérance totale apparente. — L’espérance totale correspondant au
temps ¢ sera Uintégrale
/ Pedax.
0

@ 2 2‘/;: 5
fla) = / z—3Z f ) ) e,
0 \/77" 0

Différentions en a, nous aurons

Posons

ESd
1 I ” 2, 4mat
e ,
S (a) *r:azf z?e dzx
0
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ouf'(a) =2ma. On a donc
Sfla) =ma?=mk*¢.

L’espérance totale est proportionnelle au temps.

Epoque de la plus grande probabilité. — La probabilité

a
0 2ymkyi
P—1— ——‘-: e dh
'v/‘ff 0

est une fonction de x et de ¢.

L’étude de sa variation, en considérant x comme variable, ne pré-
sente aucune particularité; la fonction déeroit constamment quand x
croit.

Supposons maintenant que « soit constant et étudions la variation
de la fonction en considérant ¢ comme variable, nous aurons en diflé-
rentiant

Nous déterminerons I’époque de Ia probabilité maxima en annulant
la dérivée
r*

2p  we ™M, s 3
0 T amhe/t <ﬁ7;2 "3.)’
on a alors

Lo e
6 k2

Supposons, par exemple, que x = £/, nous aurons ¢ — T/;r
)

L'époque la plus probable & laquelle on peut sans perte revendre du

ferme sur une prime simple est située au diz-huitiéme de la durée de
l’échéance.

Si nous supposons maintenant que x == 2/£Z,, nous obtenons
2¢
= 1.

3
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s

L'eépoque la plus probable a laquelle on peut sans perte revendre du
Jerme sur une prime double est situce au cinquieme de la durée de

léchéance.
La probabilité P correspondant & I'époque £ = z—5 a pour valeur

B T
5
1— 6 (~,;3> = 0,08.

Epoque moyenne. — Lorsqu’un événement peut se produire a diffé-
rentes époques, on appelle époque moyenne de Parrivée de I'événe-
ment la somme des produits des probabilités correspondant aux
époques données par leurs durées respectives.

La durée moyenne est égale & la somme des espérances de durée.

L’époque moyenne & laquelle le cours o sera dépassé est donc
exprimée par Uintégrale

FLi

o D ) , —
/ i / T e R gy
, Al Y YY)

== y2, elle devient

axt /‘” e y
o ot —e (LY .
an(r k2, )? 4

Cette intégrale est infinic.
L’époque moyenne est donc infinie.

en posant -
G k?e

Epoque probable absolue. - Ce sera I'époque pour laquelle on aura
I
P = -ou
2

on en déduit

L’époque probable absolue varie, de méme que I'époque la plus
probable, proportionnellement au carré de la quantité «, et elle est
environ six fois supéricure a I’époque la plus probable.
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Epoque probable relative. — Il est intéressant de connaitre, non seu-
lement la probabilité pour qu'un cours x soit coté dans un intervalle
de temps ¢, mais encore I’époque probable T & laquelle ce cours doit
étre atteint; cette époque est évidemment différente de celle dont nous
venons de nous occuper.

L'intervalle de temps T sera tel qu’il y aura autant de chances pour
que le cours soit atteint avant I'époque T que de chances pour qu'il
soit coté dans la suite, ¢’est-i-dire dans Uintervalle de temps T,z

T sera donné par la formule

oP r [T oP
/ o z/ e Y

=20 (i) )

Comme application, supposons que @ == /Ay/t; la formule donne
T == 0,18¢; donc

ou

On a autant de chances de pouvoir sans perte revendre du ferme sur
une prime simple pendant le premier cinquicme de la durde de Uengage-
ment que pendant les quatre autres cinguiémes.

Pour traiter un exemple particulier, supposons qu’il s'agisse de la
rente et que ¢ = 3o jours, alors T sera ¢gal a4 5 jours. Iy a done autant
de chances, nous apprend la formule, pour que 'on puisse revendre
la rente avee 'écart @ (28° en moyenne) pendant les cing premiers
jours, que de chances pour qu’on puisse les revendre dans les
vingt-cing jours qui suivent. Parmi les 6o liquidations sur lesquelles
portent nos observations, 38 fois I'écart a é1é atteint: 18 fois pendant
les quatre premiers jours, 2 fois pendant le cinquitme et 18 fois
au dela du cinquieme jour.

I’observation est donc d’accord avec la théorie.

Supposons maintenant que x == 24 Vi, nous trouvons T:: 0,42¢;
or la quantité 24 /¢ est 'écart de la prime double, on peut done dire :

Il y a autant de chances pour que 'on puisse sans perte revendre du
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Jerme sur une prime double pendant les quatre premicrs dizxiemes de la
durce de I engagement que pendant les six autres dixicmes.

Occupons-nous encore de la rente : nos observations précédentes
nous ont montré que, dans 23 cas sur 6o liquidations, I'¢écart 2a
(56° en moyenne) avait ¢té atteint; sur ces 23 cas, 'écart a été atteint
11 fois avant le 14 du mois et 12 fois apres cette époque.

Iépoque probable serait o,11¢ pour option du double et o,21¢
pour Uoption du triple.

Enfin, I'époque probable serait la moiti¢ de I'époque totale si z était
bgal 2o, 5 kL.

Distribution de la probabilité. — Nous avons jusqu’a présent résolu
deux problemes :

La recherche de la probabilité & 'époque ¢.

La recherche de la probabilité pour qu’an cours soit atteint dans un
intervalle de temps 2.

Nous allons résoudre ce dernier probleme d'une fagon complete; il
ne sulfit pas de connai(ee la probabilité peur que le cours soit atteint
avant U'époque ¢; il fautaussi connaitre la loi de probabilité & I'époque
dans le cas ol le cours n’est pas atteint.

Je suppose, par exemple, que nous achetions de la rente pour Ia
revendre avee un bénéfice e. Si i Pépoque ¢ la revente n’a pu étre
effectude, quelle sera, i cette époque, la loi de probabilité de notre
opération?

Sile cours ¢ n’a pas 6(é atteint, cela provient de ce que la variation
maxima 2 la hausse a été inféricure a ¢, alors que la baisse a pu étre
indéfinics il y a donc dissymétrie évidente de la courbe des probabi-
lités & I'époque ¢.

Cherchons quelle sera la forme de cetle courbe.

Soit ABCEG Ia courbe des probabilités & Pépoque ¢, en supposant
que Vopération dit subsister jusqu’a cette époque (fig. 11).

La probabilité pour que, & I'époque 2, le coursc soit dépassé est
représentée par Uaire DCEG qui, évidemment, ne fera plus partic de
la courbe des probabilités dans le cas de la revente possible.

Ann.de U'Ec. Normale, 3¢ Série. Tome XVIL — Fivrier 1900, I
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Nous pouvons méme affirmer @ proord que Paire de Ta courbe des
probabilités devra encore, dans ce cas, étre diminuée d'une quantité
¢gale & DCEG, puisque la probabilité P est le double de Ta probabilité
représentée par DCEG.

Fig. 11,

Si le cours ¢ est atteint a 'époque ¢,, le cours I aura, i cel instant,
la méme probabilité que le cours 1" symétrique.

La possibilit¢ de la revente au cours ¢ supprime done, en méme
temps que la probabilité en I, une probabilite égale en 11, et pour
avoir la probabilit¢ & I'époque ¢, nous devons retrancher des ovdon-
nées de la courbe ABC celles de la courbe G/IVC, symétrique de GEC.
La courbe de probabilité cherchée sera done la courbe DKM,

Cette courbe a pour équation

1 . et
P ..“{” VRALE 0 hmAn |,
amhyit"
Cours de probabilité maxima. — Pour obtenir le cours dont la pro-
babilité est la plus grande, dans le cas oli le cours ¢ n’a pas ¢(é atteint,

. , p . .o
il suffit de poser ?11}7 == 03 on obtient ainsi

4

<

R a4 =0,
AC —- U

Si lon suppose ¢ = @ == k\/t, on obtient
| 1:‘;”7
si l’on suppose ¢ == 24, on obtient

A /| .
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Enfin, on obtiendrait
‘Tm:—' C,

si ¢ étail ¢gal i 1,33 ¢.

Cours probable. — Cherchons U'expression de la probabilité dans
Pintervalle zéro, u; ce sera

. N7 at N (2 ¢ =

o : ; Y
T A 57— e FEREL e,
'.),T:/.'\/t./(, :z7r/.'\//..

Le premier terme a pour valeur

( ('»\/-r/. g//

Dans le second, posons

0, \/Tr L \/Z’/. IO C 2
ce terme deviendra
2 2 - -

Y, T3 vy 1o [RER
7 Py N e
2

I
2 \/Tf g

I expression cherchée de la probabilité est done

1 7 I ne 1 Q¢ — ("
. (n)( - B (n)( - ()( o
» »\fz\/n/.‘\/t) % v,\/rc/\'\//,) 2 )\/7'/. \/I)

Il est intéressant d’étudier le cas ol w == ¢ pour connaitre la pro-
babilit¢ de bénéfice d’un achat ferme lorsque le cours de revente n'a
pu Gtre atteint. "

La formule ci-dessus devient dans I'hypothise « = ¢

("»T/%"/fw ( T \//)

Supposons que ¢ == «a, la probabilité est alors 0,03.
Si Pécart @ n’a jamais ¢té atteint dans Vintervalle ¢, il n’y a que



31 .. BACHELIER.

trois chances sur cent pour que, & ’époque ¢, le cours se (rouve com-
pris entre zéro et a.

On peut acheter une prime simple avec Uidée préconcue de re-
vendre du ferme sur cette prime des que son éeart sera alleint.

La probabilité de la revente est, comme nous Pavons vu, 0,6¢. La
probabilité pour que la revente n’ait pas lieu et qu’il y ait bénéfice
est 0,03 et la probabilité de perte est 0,28.

Supposons que ¢ = 24, la probabilité est alors 0,13,

Si I’écart 2a n’a jamais ¢té atteint dans Uintervalle ¢, il 'y a treize
chances sur cent pour que, a I'époque ¢, le cours se trouve compris
entre zéro et 2a.

Le cours probable est celui dont ordonnée divise en deux parties
¢gales 'aire de Ja courbe des probabilités. I n’est pas possible d’ex-
primer sa valeur en termes finis.

Espérance réelle. — L’espérance mathématique £ \/2 == exprime
Pespérance d’une opération qui doit durer jusqu’a I'époque 2.

Si Uon se propose de réaliser Popération dans le cas ofi un certain
¢cart serait atleint avant ’époque ¢, espérance mathématique a une
aleur toute différente, variant évidemment entre zéro et /c\/z quand
I’écart choisi varie entre zéro ot Uinfini.

Soit ¢ le cours de réalisation d’un achat, par exemple; pour obtenir
'espérance positive réelle de Popération, on doit ajouter i espé-
rance de revente cP Iespérance positive correspondant au cas ol la
revente n'a pas licu, ¢’est-d-dire la quantité

x?

.
/ x| e
amhky/t"

L)

Silon effectue Pintégration du premier terme ct si 'on ajoute I'in-
tégrale entitre & U'espérance de revente

¢

e

cP ::—:c,___c‘;::/l T I,
VT
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on obtient pour expression de espérance réelle
_e
o ok Jt
. . 2N ) S AL
oo ko \/A(l —e T”"”) —c2 e~ d,
C N

ou

- Iy '"1':(/‘7 __’_@( »(,: _‘ )
[ \/ ( C ) [s \\/_._W_/;\/l

Si P'on suppose que ¢ = =, on retrouve bien § = £y/¢. On pourrait

facilement développer S en série; mais la formule qui précede est plus
avantageuse, clle se caleule avec les Tables de logarithmes el avec
celles de Ja fonction .
Pour ¢ == «, on obtient
&;,:u,';xﬂ;
on a de méme pour ¢ = 2q

é/ =z 0,05 d.

Les espérances de revente étaient, pour ces mémes éearts, 0,69«
el 0,86a.

L'ceart moyen en bhaisse, lorsque le cours ¢ n’est pas atleint, a pour
valeur

)

. @ da *
/ plrlw J/

/:; l—-'l’-——'l"i
/ pde

. O
P, désignant la quantité / pdr.
0

H

[écart moyen a donc pour valeur 2,54a lorsque c==a ct 2,16a

lorsque ¢ == va.
Si Pon suppose ¢ == =, on voit que I'écart moyen est égal & 24, ré-

sultat déja obtenu.

Reprenons, i titre d’exemple, le probleme général relatif a I'écart a.
g M ’ ’ p ,’l P >
Jachéte ferme avee Uidée précongue de revendre avec I'écart
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a=/kyt. Sialépoque ¢ la vente n’a pu étre elfectuce, je vendrai quel
que soit le cours. _

Quels sont les principaux résultats que fournit Te Caleul des proba-
bilités sur cette opération?

I’espérance réelle positive de opération est 0,771 ¢

La probabilité de la revente st 0,6¢).

’ ‘
I7¢poque la plus probable de la revente est -
3

IR l
L’époque probable de Ia revente est -

Si la revente n’a pas licu, la probabilité de réussite est 0,073, La pro-
babilité de perte 0,28, Uespérance positive o,o2a, Pespérance néga-
tive 0,715 la perte moyenne 2,5%a.

La probabilité totale de réussite est o,72.

Je ne crois pas nécessaire de présenter d’autres exemples; on volit
que la théorie actuclle résout par le Caleul des probabilités Ta plupart
des problemes auxquels conduit P'étude de la spéeulation.

Une derniére remarque ne sera peut-¢tee pas inutile. Si, a Pegard de
plusicurs questions traitées dans cette ¢tude, j"ai compard les résultals
de Pobservation a ceux de la théorie, ce n’était pas pour vérifier des
formules ¢tablies par les méthodes mathématiques, mais pour montrer
seulement que le marché, & son insu, obéit & une loi qui le domine :
la Toi de la probabilité.

i



